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Aproximacion funcional e Interpolacién

Representacion mediante funciones analiticas sencillas de:
¢ Informacion discreta (resultante de muestreos).
* Funciones complicadas.

siendo yj, = f(x}) una cierta funcién de la que no se conoce una férmula explicita, o bien es muy complicada
para evaluarla, derivarla, integrarla, hallarle ceros, etc.

Si la informacién se representa mediante un polinomio p,, (x) en un intervalo dado, nos referimos a:

Aproximacion Polinomial o Interpolacién Polinomial
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Aproximacion de una funcién por polinomios de Taylor

NAED)

K (x - xo)k

fx) = pa(x) =

k=0

e La precisién aumenta cuando aumentan la cantidad de términos (n).
¢ Necesidad de conocer f ylas n derivadas de f en x,.
¢ La aproximacion es mejor en valores cercanos a Xg.

* Necesidad de restringir el valor |x — x;].

Unidad 5 - Interpolacién
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Interpolacién

Interpolar significa estimar el valor desconocido de una funcién en un punto, tomando una medida ponderada de
sus valores conocidos en puntos cercanos al dado.

Dados n+1 puntos en R?, (xo,¥0), (X1, ¥1), -, (%, ¥n), con y; = f(x;) (siendo f(x) no necesariamente
conocida) en los cuales xg, x4, ..., X, son nimeros distintos que se distribuyen en el intervalo [xg, x,,], se quiere
encontrar un polinomio p, (x) de grado menor o igual a n tal que:

Pa(xe) = Vi,

Si para estimar un valor y, se emplea el polinomio p,, (x) de grado menor o igual a n que pasa por los puntos dados,
la aproximacion se denomina interpolacién polinomial (lineal, cuando sélo se emplean dos puntos) y a p,, (x) se lo
denomina polinomio de interpolacién o polinomio interpolante.

Para un valor x distinto de los dados:
e Sixy, < x < x,, entonces y serd un valor interpolado.

e Six < xy 0 x, <x entoncesy serd un valor extrapolado.
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Polinomio interpolante

Dados n + 1 puntos, (xq, Vo), (X1, Y1), -, (Xn, Yn), con valores xg, X1, ..., X, distintos, existe un nico polinomio de
grado menor o igual que n que pasa por esos puntos.

Ayl

Son varios los métodos que se pueden usar para construir el polinomio de interpolacién:

* Resolver un sistema de ecuaciones lineales para hallar sus coeficientes.
* Usar polinomios de Lagrange.

« Construir una tabla de diferencias divididas para emplearla con los coeficientes del polinomio de Newton.

Existencia del polinomio tnico

Si enlosn + 1 puntos (xq, ¥o), (X1, Y1), -, (Xn, Yn), los valores xg, Xy, ..., X, son numeros distintos, existe un tnico
polinomio de grado menor o igual que n tal que p,(xx) = yx, con k = 0,1, ..., n entonces existen numeros reales
unicos ay, ay, ..., a, tales que:

g+ ayxg + azx3 + -+ apx = yo
ag + ayxq + apx? + -+ axll =y
ag + a1x, + azx? + -+ axt =y,

ag + Ay xp + apx2 + -+ apx? =y,
El sistema anterior, de n + 1 ecuaciones lineales con n + 1 incégnitas ag, ay, ..., a,, escrito en forma matricial
AX =bes:
1 x x§- x3|[% Yo
2. nlla
1 x; x7 xt||%| 2 P
X. an Yn

) 2
1 xTL xTL'..

Sk

Sidet(A) # 0 el sistema tiene solucion unica.
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Determinante de la matriz

2 2
1 x x5 1 Xo Xg 1 x x2
A=|1 x; x2|=[0 x3—xp xZ2—xZ|=(x1—x)(x2—%)|0 1 x;+x,
1 x, x2 0 x;—xy x2—x2 0 1 x+x
2
1 x Xy

=(r1— 22— %) |0 1 x+x0
0 0 x—x;

Entonces:
det(A) = (x; — x0) (xz — x0) (xz — x1)

En general:

det(4) = 1_[ (i —x;)

1<i<jsn

Determinante de Vandermonde

Six; # x; entonces det(A) # 0. Por lo tanto el sistema considerado tiene solucién tnica.

Por lo general, la matriz de coeficientes de este sistema resulta mal condicionada si dos abscisas estan
relativamente cerca.

Forma de Lagrange del polinomio interpolante

En interpolacion lineal, la recta que pasa por los puntos (xg, ¥o) ¥ (x1,y1), posee una pendiente:
Y1~ Yo

m==——

X1 = Xo
Si se considera la ecuacién de la recta de la formay = m(x — x) + y, se obtiene:
Yi—Y

0 —
e x0) 30 = P

y=

Reordenando los términos:
X — Xg

() = yo + (y1 — Yo) P

Evaluando p(x) en los puntos dados x; y x;:

Xo — X,
YO+(Y1—YO)XO_ %= 3o+ 1 — o) x0 =,
1~ %o
Xy — X
)’0+(Y1—YO)X1_ L= Yo+ O —Y) x 1=
1~ Xo
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Forma de Lagrange del polinomio interpolante

Lagrange propone un polinomio equivalente:

Coeficientes de Lagrange

donde los coeficientes de Lagrange de denotan:

Forma de Lagrange del polinomio interpolante

Para tres puntos x, X1, X, se tiene:

(x —x1)(x — x3)

) = (x — x0)(x — x3)
bz Yo (xg — x1) (0 — x2)

" (e1 — x0) (1 — x2)

(x — x0) (x — x1)

Y2 (xz — x0) (2 — x1)

donde:
_ (x = x)(x — x3)
Lo = (o = 21)(x0 — x2)
_ (x —x0)(x — x2)
b = (1 — x0) (1 — x2)
L(x) = (x —x0)(x —x1)

(22 — x0) (x2 — x1)

son los Polinomios Fundamentales de Lagrange.

El polinomio p,(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y,L,(x) se denomina Polinomio de Interpolacién de Lagrange o
Forma de Lagrange del polinomio interpolante para los datos dados.
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X — X1
Liox) =
100 =
X — Xxo
Li1(x) =
11(%) % — %
Ademas:
L1o(x) = 1,L10(x1) = 0,L1,1(x0) = 0,L11(x1) =1
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Forma de Lagrange del polinomio interpolante

En general:

PG = YoLo() + YLy () + 4 Yln () = ) yiliG)
donde: =
L) = E T x) G ) o) T Gmm)
' (xi = x) (g — 1) oo O = x-1) (61 = Xp41) oo (6 — %) k=0 (i = x)’ S
ki

Paran + 1 puntos, los polinomios fundamentales de Lagrange L; son de grado n.
Ademads:

n

oy [1sik=i Z _

Ll(x)_{OSik#:i .OLL(X) 1 para cada xj,
=

Cota de error I« ) . )
3 B e =x0) (e = x0) (=
E(X) = f(x) pn(x) ~ | (n + 1)!

donde &(x) es un nimero que depende de x y & (x) € [xg, xy,].

FED(500)
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Ejemplo 1
Aproximar la funcion f(x) = cos(x) en el intervalo [—g,g] mediante un polinomio de interpolacién de Lagrange
de grado dos.
Se consideran los puntos xo = —g,xl =0,x, = gentonces:
T T
f(xo) = cos (— E) =0, f(x;) =cos(0) =1, f(xz) = cos (E) =0
Entonces:
p2(x) = yoLo(x) + y1L1 (x) + y2La(x) = 0% Lo(x) + 1 % Ly (x) + 0 * Ly (x) = L1 (x)
donde:
2
T T 2 T
L) = (x — x0) (x — x3) _(x+7)(x—7)_x _T—l 4'xz
1 - —_ _ - T T - 2 T g2
X Xo) (x X, =V (-= n T
e B ] ) R
Por lo tanto:
4
p2(x)=1- gl
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Ejemplo 1 Ejemplo 1
Cota de error:
(x—x0)(x — %) oo (x — x)
B0 = £5) - pn) ~ SIS e )
1 (0.1) !
Entonces:
T T 1 b4 T
fl7)=cos(7)=—==07071 (x—x)(x —x))(x —x3) _,,, x+5 (x—0) X=2)
05 @-=6)-7 E(x)=| (W) =!( ) c ( )f (@)
(=x/2,0 4 ) 13 Calculamos las derivadas:
0 s (%) =1— F(%) =1-,=,=075 f(x) = cos(x), f'(x) = —sen(x), f"(x) = —cos(x), " (x) = sen(x)
11 _ _rr
- donde: |f""(x)| = |sen(x)| < 1 paratodo é(x) € ( 2,2)
E (%) = |f (%) —-p, (%)l =10,7071 — 0,75| = 0,0429 Parax = %se tiene que:
4 |E(n)|<17r L L 2 W 0242
; ; ‘ 4/176l4\16 4 )| 24\ 16 ) 128 |
3 2 1
Error Real: 0,0429
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Ejemplo 2 Ejemplo 2
Use los polinomios interpolantes de Lagrange de grados uno, dos y tres, mas apropiados, para aproximar f(2.5). Si usamos todos los puntos:

Si (2.0) = 0.5103757, f(2.2) = 0.5207843, f(2.4) = 0.5104147, f(2.6) = 0.4813306 y f(2.8) = 0.4359160, el polinomio (2,0.5103757)

de interpolaciéon de Lagrange de grado uno, mas apropiado, es el que se obtiene tomando los nodos x, = 2.4 y (2.2,0.5207843)
it (2.4,0.5104147)
174 (2.6,0.4813306)
p1(x) = yoLo(x) + y1L1(x) (2.8,0.4359160)
X —x X — X Obtenemos un polinomio de grado 4 de la siguiente manera:
pi(x) = f(XO)x = F fCxa) - —x Pa(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2L2(x) + ¥3L3(x) + yaLa(x)
0~ X1 1~ Xo
x—2.6 x—24
pi(x) = 0.5104147 5 ———=+ 0.4813306 5 ——— 4(x) =
. . . . _ (x — x)(x — x) (x — x3) (x — x4) (x = x9) (x — x2) (x — x3) (X — x4)
p1(x) = 0.859421 — 0.145420x Yo (xo — x1) (g — 22) (g — x3) (Xp — X4) 7 (g — x0) (eg — x2) (g — x3) (1 — x4)
pl(zs) = 0.4958727 ~ f(zs) +y, (X - XO)(X - Xl)(X - X3)(X - X4) s (X - XO)(X - Xl)(X - xz)(x - X4)
(2 — x0) (2 — 1) (2 — x3) (X2 — X4) (x3 = x0) (x5 — x1) (3 — x2) (X3 — X4)
Para p,(x) hay dos polinomios apropiados: + 9, G = x0) (r = x1) (x = x5) (x = x3)
o el que pasa por los nodos x,=2.2, x,;=2.4, x,=2.6 (x4 = x0) (g = x1) (g = %2) (%4 = X3)
¢ el que pasa por los nodos x,=2.4, x,=2.6, x,=2.8
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Polinomio interpolante de Newton Polinomio interpolante de Newton
El polinomio p, (x) de grado menor o igual que n que interpola a f en los datos dados, puede expresarse en la
forma:

Hay ocasiones en las que resulta Gtil construir varios polinomios aproximantes p; (x), p,(x), ..., pn(x) y después

| ! ) X Pn(x) = by + by (x — x0) + by (x — x0) (x — x1) + -+ + by (x — x0) (x — x1) .. (x — 251
elegir el mas adecuado segun las necesidades.

Se sabe que p, (xx) = yx = f(x)) parak = 0,1, ..., n. Para determinar los coeficientes by, by, ..., b, despejamos de

Si se utiliza los polinomios interpolantes de Lagrange, uno de los inconvenientes es que no hay relacién entre la la siguiente manera:

construccién de py_,(x) y px(x). Cada polinomio debe construirse individualmente y el trabajo necesario para
calcular polinomios de grado elevado requiere hacer muchas operaciones. o pu(x,) = by = f(x) =| by = fxg)

o Pn(x1) = bo + bi(x1 —x0) = f(x1) =

X1 — Xo

by

Fx2)=f Gro)-LEDLE e, )

(xz=x0)(x2—x1)

o Pa(x2) = b + by (xz —x0) + ba(xa —x0)(xz —x1) = f(x2) = by =

[x) = fO) _ fGe) = fxg)

X2 — X1 X1~ Xo

b, =

X2 — Xo
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Diferencia dividida hacia adelante (progresiva) de Newton

a) Ladiferencia dividida cero de f con respecto a x;, es:

El polinomio interpolante progresivo es de la forma:

Lo = G0 K01 Pa(x) = flxol + flxo, x11(x — x0) + flxg, X1, %2](x — 2x0) (x — x1) + -+ flxg, Xq, e, 2 (= x0) . (% — Xp—1)
xi] = ), =01,..,n

b) La diferencia dividida uno de f con respecto a xj y Xj 41 €s: I polinomio interpolante regresivo es de la forma:

flxeead = flxd

Xk+1 — Xk

Flte xeaa] = k=01,..,n—1 Pn) = fl] + F T, Xnoa 10 = ) + f g, X, X (8 = 2006 = Tog) o + f Dy e, 2 10 = 20 o G = 1)

c) La diferencia dividida dos de f con respecto a xy, Xj4+1 Y Xg+2 €St

Xies1r Xerz] = flxe x
Fle Xer s Xena] = flxirs Xpeaa] = floxi k+1]' k=01 . m—2
Xr+2 — Xk

d) En general, se definen lasn — i + 1 diferencias divididas i (progresivas) de f con respecto a Xy, Xy 41, Xk+i
como:
_ fksr Xaeras - Xuewi] = FlX Xieras o Xewizal _ .
f i X1y o Xiert] = , k=01,.,n—i
Xie+i — Xk
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Estimacion del error para el polinomio interpolante de Newton

Se puede demostrar que si existe una funcion f definida sobre el intervalo [xg, x,,], n veces diferenciable, entonces
existe & € [xg, x,] tal que:
F™©

n!

f[xo;xb ---.Xn] =
Considerando la férmula del error de Lagrange:

(c = x0) (x = x1) - (x = x)
(n+ 1!

E() = f(x) = pp(x) = FED(E@)

donde & (x) es un nimero que depende de x y &(x) € [xg, x,].

Usando la forma de Newton del polinomio interpolante de grado menor o igual que n + 1 para f en los nodos
Xg, X1, s X, X, S€ tiene que:

E(x) = f(x) = pa(x) = fxo, X1, o) Xn, X] (2 = x0) (X = 1) oo (X — %)

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Esquema de calculo
K X, Dif. div. 0 Dif. div. 1 Dif. div. 2 Dif. div. n
fIx J=F(x, )=y, L | X X1 Xics2) XgsewurXe]
0 Xo flx,] = b,
f[xo%,] = by
1 X1 flx,] flxgix1,%,] = b,
flxy %]
2 X flx,] Flx1,%5,%3]
[x5,%3] f[Xgse-eX,] = b,
3 X3 [xs]
n-1 Xnq X4 fXq2Xq 1%, = by
fIxn.0%a] = by
n Xq f[x,] =b,
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
22 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones progresivas:

p1(x) = flxo] + flxo, x1]1(x — x0)
p1(x) = 0,5103757 + 0,052043(x — 2)

Unidad 5 - Interpolacién
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
2.2 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones progresivas:
p2(x) = p1(x) + f[x0, %1, 21 (x — x0) (x — 1)
po(x) = 0,5103757 + 0,052043(x — 2) — 0,2597275(x — 2)(x — 2,2)

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
2.2 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones progresivas:

p3(x) = p2(x) + fxo, %1, %2, %3] (x — x0) (x — 1) (x — x2)

p3(x) = 0,5103757 + 0,052043(x — 2) —0,2597275(x — 2)(x — 2,2) +

+0,04299367(x — 2)(x — 2,2)(x — 2,4)

Unidad 5 - Interpolacién
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
2.2 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones progresivas:
Pa(x) = p3(x) + fx0, X1, %2, X3, %41 ( — x0) (x — 1) (x — x2) (x — x3)
ps(x) =0,5103757 4+ 0,052043(x — 2) —0,2597275(x — 2)(x — 2,2) +
+0,04299367(x — 2)(x — 2,2)(x — 2,4) + 0,008341125(x — 2)(x — 2,2)(x — 2,4)(x — 2,6)
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
2.2 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones regresivas:

p1' (%) = flxal + flxa, x3](x — x4)
Py’ (x) = 0,4359160 — 0,227073(x — 2,8)

Unidad 5 - Interpolacién
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
2.2 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones regresivas:
p2'(x) = pa" () + flxa, x5, %210 — x4) (x — x3)
P2’ (x) = 0,4359160 — 0,227073(x — 2,8) — 0,2041313(x — 2,8)(x — 2,6)
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
2.2 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones regresivas:
p3'(0) = pa" () + fxg, 23, %, %11 Cx — x4 ) (x — x3) (x — x3)
p® = 0,4359160 — 0,227073(x — 2,8) —
—0,2041313(x — 2,8)(x — 2,6) + 0,04966667 (x — 2,8)(x — 2,6)(x — 2,4)
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Graficamente
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Xy f(x)=f[x,] Dif. Div. 1 Dif. Div. 2 Dif. Div. 3 Dif. Div. 4
2.0 0.5103757
0.052043
2.2 0.5207843 -0.2597275
-0.051848 0.04299367
2.4 0.5104147 -0.2339313 0.008341125
-0.1454205 0.04966667
2.6 0.4813306 -0.2041313
-0.227073
2.8 0.4359160

Aproximaciones regresivas:
P4’ (1) = p3" (%) + f x4, X3, %2, X1, X0 ] (x — x4) (x — x3) (x — 22) (x — %)
P4’ (x) = 0,4359160 — 0,227073(x — 2,8) — 0,2041313(x — 2,8)(x — 2,6) +
+0,04966667 (x — 2,8)(x — 2,6)(x — 2,4) + 0,008341125 (x — 2,8)(x — 2,6)(x — 2,4)(x — 2,2)
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Ejemplo
Aproximaciones progresivas expresadas en forma estandar:
p,(x) = 0.5103757+0.052043(x-2.0) = 0.0520429-x + 0.406289
p,(x) = p(x) -0.2597275 (x-2.0)(x-2.2)
=0.5103757+0.052043(x-2.0) -0.2597275 (x-2.0)(x-2.2) =
=0.0520429-x + 0.406289 - 0.259727-x% +1.09085-x - 1.14279 =
= -0.259727-x% +1.14289-x - 0.736500
p3(x) = p,(x)+.04299367 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4) =
=0.5103757+.052043(x-2.0) -0.2597275 (x-2.0)(x-2.2) +
+0.04299367 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4) =
=0.0429935-x3 - 0.543484-x% + 1.76544-x - 1.19052
p4(x) = p5(x)+ 0.008341125 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4)(x-2.6) =
=0.5103757+0.052043(x-2.0) -.2597275 (x-2.0)(x-2.2) +
+0.04299367 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4) +
+0.008341125 (x-2.0)(x-2.2)(x-2.4)(x-2.6) =
=0.00834111-x* - 0.0337447-x> - 0.279571-x? + 1.36333:x - 0.961508

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202

31

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202

32




Métodos Numéricos - Cap 5: Interpolacion

Unidad 5 - Interpolacién

Desventajas de los polinomios interpolantes

* A medida que aumentan la cantidad de puntos aumenta el grado del polinomio

* Un polinomio de grado muy alto puede tener oscilaciones muy marcadas, por lo que puede no ser apto para
interpolar o representar una funcion

Esto sugiere que se intente la interpolacion localmente, es decir, por subintervalos.
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Trazador cubico

Para asegurar que las derivadas m-ésimas sean continuas en los nodos, se debe emplear un trazador de un grado
de, al menos, m + 1.

En la practica se usan con mas frecuencia polinomios de tercer grado o trazadores cubicos que aseguran primera y
segunda derivadas continuas.

Son n polinomios de grado menor o igual que tres y cada uno con cuatro coeficientes incognitas, asi que tenemos
un total de 4n incégnitas por determinar (ay, b, cx, di ).

P ) = () = @ + by (x — x) + € (x — %)% + di (x — %)

conk=01,..,n—1.
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Interpolacion por segmentos

fw
L Trazador do
primer orden
2k
El proceso de aproximacion sobre subintervalos se conoce como N \
interpolacién segmentaria o por segmentos. H 4 3 8 0 x
a)
* Lainterpolacién segmentaria lineal iw

Trazador de
segundo orden

interpola entre dos puntos consecutivos con un polinomio lineal
¢ Lainterpolacién segmentaria cuadratica
interpola entre dos puntos consecutivos con un polinomio cuadratico

e La interpolacion segmentaria cubica interpola entre dos puntos x
consecutivos con un polinomio cubico b)

k= Trazador
cibico Interpolacion

El conjunto de los distintos polinomios constituye un trazador. B

€)
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Interpolacidon segmentaria cuibica (Spline Cabico)
Las condiciones que deben satisfacer tales polinomios son:
i) {pk(xk) =f(y), k=01,..,n—-1

Pr—1(xn) = f(xn)

Condiciones de interpolacion. (n + 1 ecuaciones)

i) pre Ocier1) = Prewr (1), k=01,..,n—2
Condiciones de continuidad en los nodos interiores. (n — 1 ecuaciones)

iii) i’ Ceer1) = Pt (Kerr), k=101, ..,n—2
Condiciones de derivabilidad en los nodos interiores. (n — 1 ecuaciones)

. " _ " —

i) " (1) = Prar” Ocks1), k=01,...,m =2

Condiciones de continuidad de la primera derivada en los nodos interiores: se conserva la concavidad en la
vecindad del nodo interior, a no ser que la segunda derivada sea cero en el nodo interior. (n — 1 ecuaciones).

Hasta aquitenemos n + 1 + 3(n — 1) = 4n — 2 condiciones.

Se satisface uno de los siguientes pares de condiciones de frontera:
v)a-po" (%) =0 y Py () =0 b-po'(x0) = f'(X0) ¥ Pn-1'(xn) = f'(xn)
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Trazador cubico

Dados n puntos [xg, x,], un trazador cubico es un conjunto de n polinomios ctbicos py (x), cada uno definido en el
intervalo [xy, X 41].

T(x) = pr(x) para x € [x, xx41] Y P (x), k = 0,1,...,n — 1 cumple las condiciones i) a v). Si el trazador cibico
satisface las condiciones v)a- se llama natural, y si satisface las condiciones v)b- se llama de frontera sujeta.

Jx) ay® + by + ¢y
o,
arf +bx+c, s
Sx)
Sixo) \i(‘x:)
A
alo 1 alo 2 te 3
%o o 2 ol x
i=-0 i=1 i=2 i=-3
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Reemplazandolos by y by4+1 €n (2):

3 3
hiccre + 2(hy + hyey1)Crrr + Rig1Crrz = [ (Qp+2 — A1) — H(ak+1 - a)
+

Reemplazando en cada punto se determina un sistema de ecuaciones AX = B, con:

1 0 0 0 = 0] ¢
hy 2(hy+h,) h, 0 0 C4
A=l0 : X=|
hn-z Z(hn-z +hn-1) hn—1 cn-‘!
0 s 10 0 1 | c,
0
3
h_(az -a;)-—(a;-a,)
1 *
B= : Considerando frontera natural
Primera y dltima fila=0
(an _an-ﬂ)_h (an-1 a'n-Z)
n-1 n-2
0
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Sea pék)(x) = pr(x) = a + b (x — xp) + ¢ (x — %)% + dpe(x — x)3 conk = 0,1, ...,n — 1.
Pori):pe(xx) = fl) = ax, k=01,..,n=1y py1(xn) = f(xp)

Por ii): Py (Xk+1) = Pr+1(xk+1) entonces:
@ + b (pegr = 20) + O = %0)% + die O — %)% = ageyn
Si hy = Xp41 — X) entonces:

| @ + bt + cihi® + dihy® = agar |

Poriii): pr' (Xk41) = Prs1 (Xr41) entonces:
| by + 2chy +3dihy = byy| @

Por iv): pic"' (xi+1) = Pr+1” (1) entonces:

2ck + 6dihy = 2ck41
Despejando dy se obtiene:

Ck+1 — Ck
dy=—05—"1|0
k 3hy @)
Reemplazando (3) en (1) y despejando by, se obtiene:
_ Q1 ~ Ok

h
by - ?k(zck + C+1)

hy
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En el caso de condiciones de frontera sujeta, pg(xo) = f'(x0) Y Prn_1(xn) = f'(x,) la primera y dltima fila se
modifican de la siguiente manera:

Como po (x) = ag + by(x — x¢) + co(x — x0)? + do(x — x)3 entonces:
Po’(x) = by + 2¢o(x — x0) + 3o (x — x0)?

Po(x0) = bo
Como by, = W - ';—k(ch + ci4+1) entonces:
a;—ay h
by = 1h0 0 —?0(200 +c1)
Entonces:
a;—ay h
Py(x) = 1h 2 —?O(ZCO +¢p)
0
a;—ay h
fl) = === Qe+ 1)

Despejando ¢y y c; se obtiene:

3
2hoco + hocy = h—(a1 —ag) — 3f"(x0)
0
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Como pp_1(X) = ap_q + by (x — Xp_1) + Cpq (x — xp_1)? + dp_1 (x — x,_1)° entonces:
Pro1'(¥) = by_q + 2¢p_1(x — xp_q) + 3dp_1 (x — xn—l)z
Especializando en x;;:
pr’1—1(xn) =bp1+2ch1hp1+ 3dn—1hn—12
Entonces:
f'(xn) =bp_1+2ch1hy g+ 3dn—1hn—1Z

Ag41—0 h, Cr41—C
Como by = %‘c" - ?" cp + cpp1) ydy = "*#kkentonces:

ap — Ap— [ Cp — Cp—
flOg) =22 2L 20y + 0n) + 2001 hnon + 3 hyy
hn—l 3 3hn—1

Despejando ¢, Y ¢, se obtiene:

3
hn—1cn-1 + 2hp_ycn = 3f"(xn) — s (an — an-1)
n—
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Ejemplo: Condicion de frontera natural

k X f(X,)=3xe*-2e h=Xpp - Xy
0| 1.00 2.718282 0.05

1] 1.05 3.286299 0.02

2| 107 3.527609 0.03

3] 110 3.905416

Adoptando py"'(xo) =0 y ps''(x3) = 0 entonces ¢, =0 y c3 = 0. Por lo tanto, se debe resolver el siguiente
sistema:

cp=0
3 3
0,05¢5 + 2 % 0,07¢5 + 0,02¢c, = —(3,527609 — 3,286299) — ——(3,286299 — 2,718282)
0,02 0,05

3 3
0,02¢; +2 X 0,05¢; + 0,03¢c3 = m(3,905416 —3,527609) — m(3,527609 —3,286299)

c3=0

Unidad 5 - Interpolacién

Por lo tanto, en el caso de condiciones de frontera sujeta se obtiene:

2h, h, 0 0 0 ¢,
hy 2(h,+h) h, 0 0 c,
A=|0 cox=
: h., 2(h,_,+h.) h. c,.,
B me  eom h.  2h, e

3 3
h_|(az *at)*a(a. -a,)
B= :
3
?(an -a,,) m(an 1 —8,)
3
3f' () — (8, -a,4)
L hn-| J
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La solucidn del sistema es:
¢o=0,cq =13,22529,¢, = 13,19694,¢c3 =0
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Como by, = ak";—_ak - ';—k(ch + cy4+1) entonces:
k
by = 11,13992,b; = 11,80118,b, = 12,32963
Como dj, = &% antonces:
dy = 88,16863,d,; = —0,4725490,d, = —146,6327
Como:
T(x) = pr(x) = ag + b (x = x) + e (x — x)? + dpe (x — x)3
entonces:
po(x) = 2,718282 + 11,13992(x — 1) + 0(x — 1)2 + 88,16863 (x — 1)

p1(x) = 3,286299 + 11,80118(x — 1,05) + 13,22529(x — 1,05)2 — 0,4725490(x — 1,05)3

D, (%) = 3,527609 + 12,32963(x — 1,07) + 13,19694(x — 1,07)% — 146,6327 (x — 1,07)3
Por lo tanto:

£(1,03) = T(1,03) = po(1,03) = 2,718282 + 11,13992(1,03 — 1) + 88,16863(1,03 — 1)

£(1,03) = 3,054860
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po(x) = 88,16863x% — 264,50589x2 + 275,64581x — 96,590268
p1(x) = —0,472549x3 + 14,71381935x2 — 17,5348848174x + 6,02297676112

p,o(x) = —146,6327x3 + 483,887907x2 — 519,55115629x + 185,075444212

vla
4 7
7 . ]
3 a8 /
e
S *
£ 3¢ /
4 / /
»
4 a2 /
: j /
3 /
2 y
28 /
1 »
| 26| §
%
-0.4 -0.2 0.2 .4 0.6 /8 1 1.2 1.4|1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 24
055 05
-1

Unidad 5 - Interpolacién

Ejemplo: Condicidn de frontera sujeta

k X flx)=3xe*-2e* | h=x 0 X | Fx)=e*+3xex
0 1.00 2.718282 0.05 10.8731
1 1.05 3.286299 0.02 11.8593
2 1.07 3.527609 0.03 12.2737
3 1.10 3.905416 12.9179
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Adoptando py'(xg) = f'(x0) Y p2'(x3) = f'(x3) entonces:
3 , , 3
2hoco + hocy = h_o(a1 —ag) — 3f"(x0) y haca + 2hyc3 = 3f"(x3) — E(a3 - az).
Asi que se debe resolver el siguiente sistema:

3
2% 0,05¢9 +0,05¢; = m(3,286299 —2,718282) — 3 x 10,8731
3 3
0,05¢¢ + 2 % 0,07¢; +0,02¢, = m(3,527609 —3,286299) — m(3,286299 —2,718282)
3 3
0,02¢; +2 % 0,05¢; + 0,03¢c3 = m(3,905416 —3,527609) — m(3,527609 —3,286299)

3
0,03¢c; +2x0,03c3 =3 x 12,9179 —m(3,9054—16 —3,527609)
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Ejemplo: Condicion de frontera sujeta

Unidad5 - Interpolacién
Ejemplo: Condicion de frontera sujeta
0,1 0,05 0 0 Co 1,4617 Co 9,5108
0,05 0,14 0,02 0 G- 2,1155 ci1| _ 10,2124
0 0,02 0,1 0,03 C2| 7 |1,5842 ¢z 7 ]10,5112
0 0 0,03 0,06 C3 0,9730 C3 10,9611
Como by = 17% _ M (90 4 ¢ Yy dy = 7% entonces:
hi 3 3hy
k X a,=f(x,) b c d h f(x,)=e*+3xex
0 | 1.00 2.7183 10.8728 9.5108 4.6773 0.05 10.8731
1| 1.05 3.2863 11.8588 10.2124 4,98 0.02 11.8593
2 | 1.07 3.5276 12.2735 10.5112 4.9985 0.03 12.2737
3] 110 3.9054 10.9611 12.9179
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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k| x a=f(x) b c d

0 | 1.00 2.7183 11.0994 9.5108 4.6773

1]1.05 3.2863 11.8091 10.2124 498

2 | 1.07 3.5276 12.3238 10.5112 4.9985

3 |110 3.9054 10.9611
Como:

T(x) = pe(x) = ap + b(x — xi) + i (x — %)% + di (x — ;)3

entonces:

po(x) = 2,7183 + 11,0994 (x — 1) + 9,5108(x — 1) + 4,6773(x — 1)3
p1(x) = 3,2863 + 11,8091 (x — 1,05) + 10,2124 (x — 1,05)2 + 4,98(x — 1,05)3

p2(x) = 3,5276 + 12,3238 (x — 1,07) + 10,5112 (x — 1,07)? + 4,9985(x — 1,07)3
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Unidad 5 - Interpolacién

Ventajas y desventajas del trazador cubico

* El algoritmo consiste en resolver un sistema de ecuaciones.

* Elsistema de ecuaciones es tridiagonal, con lo cual se puede simplificar la resolucion.
* Se pueden obtener soluciones con menos oscilaciones cuando hay muchos puntos.

* Esadecuado para describir formas eligiendo los puntos adecuados.

* Pararealizar una interpolacién es necesario identificar el polinomio correspondiente.
* Cualquier célculo aplicado al trazador tiene que repetirse para cada polinomio, lo cual puede ser complicado
cuando hay muchos puntos.

Ajuste de un polinomio por minimos cuadrados (regresién polinomial)

Encontrar el polinomio que "mejor se ajuste” a los datos en el sentido de que la distancia entre los puntos dados y
los obtenidos mediante un polinomio sea minima.

(Z 0 - yk)Z)
k=0

Este criterio se conoce como minimos cuadrados, y el método para obtener los polinomios que mejor se ajustan
seglin minimos cuadrados se llama Regresion polinomial.

1/2

PRCACREEAE
k=0

Encontrar pp, (x) = ag + a;x + a,x% + -+ @, x™, conm < n tal que:
n

_ 2 2
s(ag,aq,ay, ..., ap) = Z(ao +agxg + ayxp® + o+ apx™ — yi)
k=0

sea minima.
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Unidad 5 - Interpolacién

Una condicion necesaria para la existencia de un minimo relativo de la funcién s es que las derivadas parciales con
respecto a a;, conj = 0,1,...,m, sean cero. Entonces:

aa z 2(ag + arxg + axp? + -+ amx™ —yi) =0
0
+ amx™ = Yi)xx = 0

2(ag + agxy + apxg? + -
0a1 Z(o 1Xk 2Xk

aa Z 2(ag + ayxg + azxi? 4 -+ Amx™ — yi)xgt =
2
+ @™ = yix =0

2(ag + ayxy + azx? + -
6aj kZ(o 1Xk 2Xk

_— Z 2(ag + ayxp + azxp? + o+ Am™ — Yi)xX™ =
6am

Si anulamos el 2 y remplazamos Y;_oao = (n + 1)a, obtenemos un sistema de m + 1 ecuaciones lineales con
m + 1incégnitas ag, aq, ay, ..., @, denominado sistema de ecuaciones normales:

(n+1)a0+(ixk)a1+(ix )a2+ +(Zn: ) Zyk

k=0

n n
(Z xk)a0+( Xi )a1+( Xi )a2+ +(Z ka“)am :Zxkyk
k= k=0 k=0 k=0

k=0

n n n n
(zxkf)ao+(zka)al+ zka)aﬁ.‘.{zxk ) =
k=0 k=0 k=0 k=0

n n n n n
(Z ka) ap + (Z xk1+m) a; + (Z xk2+m) a; + -+ (Z kam) Ay = Z X ™Yk

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n

z xkj}’k

k=0

En general:

j=01,...m
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En el caso particular en que m =1, p(x) = ag + a;x; es la recta de minimos cuadrados donde a, y a; se E]emplo
obtienen resolviendo el sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas:
n n n
(Z xkﬂ)au‘*'(Z xkl)al = Z}’k k X Yk
k=0 k=0 k=0
n " n 0 0 =1 a)p1(x) = ap + asx
(Z xkl) ap + (Z xkz) a; = Z XYk 1 2 0
k=0 k=0 k=0 2 3 2 b) p2(x) = ap + arx + azx?
Medir el error es estimar la bondad del ajuste segiin minimos cuadrados. Para N =cantidad de puntos (n + 1): 3 3 L
i) Error:
n
— _ 2
E= Z(pm(xk) Vi) k Xy X X X Yk Xk Yk X2Yi
k=0
ii) Error cuadratico medio: 0 0 0 0 0 -1 0 0
1 2 4 8 16 0 0 0
n_ x — 2
Erus = Z—"-O(”’”(N") Ye) 2 3 9 27 81 2 6 18
3 5 25 125 625 1 5 25
iii) Varianza: 3
n 2
o2 = ZheoPm () = i) Yy 10 38 160 | 722 2 1 43
N-m-1 k=0
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a) Sea: p, (x) = ag + a,x. Entonces el sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera: b) Sea: p,(x) = ag + a1x + a,x*. Entonces el sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera:
3 3 3 3 3 3 3
Zxk‘] ao + Zxkl a1zz}’k Zxko ap + Zxkl a + xi? az=2yk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
3 3 3 3 3 3 3
Zxkl ao + Zxkz a :Zxkyk Zx"1 o+ Zx"z ot Zx"s 42 =Zx"y"
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
3 3 3 3
Es decir: X2 |ao + Z X |ag + Z Xt |ap = Z * Yk
4ay + 10a, = 2 k=0 k=0 k=0 k=0
10ay + 38a; =11 Es decir:
4ay + 10a, + 38a, = 2
Resolviendo el sistema se obtiene que la solucién es: 10a, + 38a; + 160a, = 11
ap = _% ~ 0,654 38ay + 160a; + 722a, = 43
6
h=3~ 0,461 Resolviendo el sistema se obtiene que la solucién es:
15 101 1
Por lo tanto: ao:—ﬁ‘%:ﬁ‘az:—g
17 6 Por lo tanto:
pi(0) = —5et2x o 5 101 1,
PaX) =73 g ¥ g
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Unidad 5 - Interpolacién Unidad 5 - Interpolacién
Graficamente
X, 0 2 3 5 .
Vi -1 0 2 1
Pa0%e) ~ 654 269 731 1.65 3 1
Yie -Pilx) - 346 - 269 1.27 - .85 e P2x)=-0.16675C+ 1.2049% -1.1538
P2 (%) -115 769 1.23 115 1
Vi —Pal(xe) 15 - 769 T T3 "
] v
a) b) )
n n 21 % POV, T, o, E
E= Z(pm(xk) — )% = (—0,346)% + (=0,269)% + (1,27)? + (—0,65)2 = 2,23 E= Z(pm(xk) —y)? =123 PIG=020677C +1.853 21751
k=0 k=0 3l i
n - 2 n — 2 4L &
Erus = M: ﬁ=0'747 Erms = M= £=0'555
\ N 4 \ N 4
S5k 4
TR0 Cer) = yi)* 2,23 oo Cei) = yi)* 1,23
2 — — 2 — — 1 1 1 1 L 1
=T N—mo1 Ca—io1o =T N Cm—o1 Ca—z-1 28 4 0 1 2 3 4 5 6
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Variantes de la regresion lineal Variantes de la regresion lineal
La funcf?n potenc.ial o ) La funcién exponencial
La funcién potencial y = c x® se puede trasforlr'ggryei. alogx + logc La funcién exponencial y = c¢ e, se puede transformaren:Iny = ax +Inc
= . r_ r_ PP r_ ’ - — pb
Usando nuevas variables x’ = logx, y' = logy, b = log ¢ obtenemos la relacién lineal y' = ax’ + b, como: Usando nuevas variables x’ = x e y’ = Iny obtenemos la relacién lineal y’ = ax’ + b, dondeb =Inc =>c=e
x'=logx =>c=10 Ejemplo:
Ejemplo: x 12 41 93 147 204 264 373 509 773
10 20 30 40 50 60 70 80 930 | 815 | 632 | 487 | 370 | 265 | 147 | 76 17
1,06 1,33 1,52 1,68 1,81 1,91 2,01 2,11
x'=x 12 41 93 147 204 264 373 509 773
x' =logx 1,0 13 1,477 1,6 1,699 1,778 1,845 1,903 y =Iny 6,835 6,703 6,449 6,188 5,913 5,580 4,990 4,330 2,833
y' =logy 0,025 0,124 0,182 0,225 0,258 0,281 0,303 0,324
=log(y) p=[-0.0052 6.9440]
xx=log10(x : vy
oo p=[0.3306 -0.3056] p=polyfit(xyy,1) 2=-0.0052
p=polyfit(xx,yy,1) 2=0.3306 hold on c=e69%0= 1,0369e+003
o €=10"-0.3056=0.4948 plot(x,exp(p(2))*exp(p(1)*x)) y=1.0369e+003* e 00052’
hold on =0.4948%*0-3306
plot(x, 10°p(2)*x."p(1)) =
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Métodos Numéricos - Cap 5: Interpolacion 4/3/2020

Unidad 5 - Interpolacién

Instrucciones Matlab

Y1 = Interp1(X,Y,XI,metodo) Interpola entre puntos X,Y; X vector de valores x, Y vector de valores y, Xl valor a
interpolar,
Yl resultado de la interpolacién en XI, método:

'nearest’ - redondeo al valor mds cercano

'linear' - interpolacidn lineal

'spline' - interpolacién segmentaria cubica Spline

'cubic' - aproxima a un polinomio cubico

Y1 = spline(X,Y,XI) Evalta XI

P = spline(X,Y) Devuelve los coeficientes de los polinomios en formato “pp”

[X,coef,npol,nterm,dim] = unmkpp(P) Recupera informacion de los
polinomios

Y1 = ppval(P,XI) Evalta polinomios “pp” en un punto

[coef,P] = polyfit(X,Y,N) Ajusta X,Y con un polinomio de grado N, ( por minimos cuadrados), coef son los
coeficientes del polinomio y P es el polinomio “pp” para ser evaluado con ppval
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